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Equazioni diHferenziali alle derivate Parziali

Una equazione ditferenziale alle derivate Parziali (EDP) consiste in una

equazione diHferenziale in cu l’incognita & una funzione in PifJ variabili e le

derivate coinvolte sono, per l’al:)]:)unto, que”e Parziali.




Equazioni diHferenziali alle derivate Parziali

| e equazioni Bl POSSONO essere classificate in vari modi.

Una Possibile classificazione: Pordine

o Equazioni del Primo ordine. Eseml:)io: equazione di continuita

, o > dgvy)
determinare P(t, X1,%,X3) . C. E + V- (pv) =0 (quiV°<¢V>=Z ;i;

o Equazione del secondo ordine. Esc—:mpio: equazione del calore

, U o
determinare u(t, Xy, Xy, X3) t.C. E —Au=0 (quiAuzz P )
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Equazioni diHferenziali alle derivate Parziali

Un’altra Possibile classificazione: lineari/ non lineari

o Equazioni ineare.

P O ione di Schrod 'h%—h—zA + Vo)w =0
SCmPlO. CC}UBZIOFIC L DGO lﬂgél‘l @t 2m l// X l//—

e Equazione non lineare:

: , , ou ou
E:semplo: equazione del trasl:)orto non lineare — + c(u)— = 0.
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Equazioni diHferenziali alle derivate Parziali

Infine, una classificazione molto utile che interviene 5Pesso, riguarcla

la natura dell’ “ol:)eratore diHferenziale”.

| a introduciamo in una situazione Particolare: consideriamo

|’equazionc ditferenziale del secondo ordine semilineare (nel SENso
che la clil:)enclcnza non lineare da u non & Presente né nelle derivate di

ordine massimo, né nei relativi coeHicient)
0°u 0°u 0°u

ou
ax, y) PO 2b(x, y) e c(x, y) G e

| e(x,y)g—;t = fx,y,u) (1)
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Equazioni diHferenziali alle derivate Parziali

Assumiamo che i coetficienti a, b e ¢ siano funzioni continue, definite
nlXxJ.

Consideriamo la matrice

a(x,y) b(x, y))

. (b(x,w i

Distinguiamo % casi:
1. detA > 0, ed allora (1) si dice “ellittica’
2. detA=10 ed allora (1) si dice “Parabolica”

5. detA < O, ed allora (1) si dice “iPerbolica”
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Equazioni diHferenziali alle derivate Parziali

Naturalmente i casi non sono esaustivi, considerato che detA

Potrebbe cambiare 5€gno nlIXJ. Per questo la natura cle”’equazione

Potrebbe cambiare di Punto 18 Punto.

Considerando oPeratori del secondo ordine lineari a coetficients

costanti, a Precedente classificazione avra carattere glo,'oale.
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Equazioni diHferenziali alle derivate Parziali

L’equazionc—:

0%u o, 0°u 0*u o )6u ( )Ou f( ) (2)
a = L Falx VI el y)— = iy v Y
(0x)? 0x0y (0y)? . 0X ¢ oy :

si dice

1. ellittica se ac — b* > 0,

l -
2. Paraaohca seac—b*=0,

3 iperbolica se ac — b* < 0.




Equazioni diHferenziali alle derivate Parziali

Consideriamo |’equazione (2) per questi valori dei coetficienti
. 0= —1

$ h=10,

. — — |

e d=0,

e ¢ =0,

e f(x,y,8) = —As + |S|p_zscon/1>0<:p>2.
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Equazioni diHferenziali alle derivate Parziali

L’Cquazione (2) diventa

—Au+tu=ul""*u (3)

che & un esempio di equazione del secondo ordine ellittica semilineare.

L’equazione (3) ha senso anche in |
N
|

una funzione u € C¥(

) tale che, per ognix € R,

N conN > 2, ed una soluzione &

N

—Au(x) + Au(x) = |u(x)|” - u(x).

Pre R — .




Formulazione debole di una EDP

N

— R continua

Se u & soluzione di (3), evidentemente Vo : |

—Aug + up = |u |’ *ug

N

equindi) Vo : RY - R continua,

J (=Au(x)p(x) + Au(x)p(x)) dx = [ | u(x) [P~ u(x)p(x) dx.  (4)
RN RN




Formulazione debole di una EDP

Se consideriamo funzion o € C(RY,R) a supporto compatto, la (4)

& equivalente alla seguente

J (Vu(x) - Vo(x) + Au(x)p(x)) dx = J | u(x) |~ u(x)p(x) dx (5)
RN RN

grazie alla integrazione per Parti .

Osserviamo che (5) ha senso anche se u € CL(RM, R).
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Formulazione debole di una EDP

Per formulare il Problema (5), non serve esistenza Puntuale delle

derivate Prime, ma solo una condizione di integrabilité sulla funzione e

sulle loro derivate (distribuzional?. L’equazione (D) € ben definita

anche peru, g € WLA(RM) (a patto di scegliere opportunamente D).

Se u e WH(RYN) soddista (5) per ogni @ € WEA(RY) 3 suPPorto

compatto, allora u viene detta “soluzione debole della equazione”.




Formulazione debole di una EDP

In sintesi il Problema che ci Poniamo & di individuare u € Wh([ ol tale
“

che per ogni @ € Wh2(1

J (Vu(x) - Vo(x) + Au(x)p(x)) dx = J | u(x) |~ u(x)p(x) dx (5)
RN RN

Strategia:

[. cerco una soluzione u di (5) In Wl’z(l N)

)

i inclago e Prol:)rieté di regolarité di u allo 5COPO di mostrare che

risolve —Au + Au = |ul’ ~21in senso classico.
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Metodi variazionali aPPIicati alle EDP ellittiche semilinear

Introduciamo il funzionale

' | 2 - |
J(u)=—[ (| Vulx)|” + Au (x))dx——J | u(x) |¥ dx
2 RN P Jpn

che, sotto opportune iPotesi su p, € continuo dallo spazio di Hilbert
WERM inR.

Sviluppanclo una teoria di calcolo differenziale su funzionali definiti in

spazi di Hilbert, si introduce 1| concetto di ditterenziale dJ del

funzionale J e si prova che. ..
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Metodi variazionali aPPIicati alle EDP ellittiche

semilinear

ue WRMedlu=0 < ue soluzione di (5)

| Problema di risolvere una EDP (almeno in senso de

L4 \
bole) & cos

ricondotto a que”o di trovare i cosiddett “Punti critici del funzionale
-




Metodi variazionali aPPIicati alle EDP ellittiche semilinear

| Prof:)lemi diHferenziali che POSsSONO essere trattat) attraverso questo

aPProc:oo si dicono ° Problemi variazionali” le tecniche attraverso

¢l sl cercano Puntl cribicy clel Funaonale S| chcono metoch

VarlaZlOﬂall :

— RS e ST D IO - e = e P — e S T TR T Ty TR PO ~ = R s




Metodi variazionali aPPIicati alle EDP ellittiche semilinear

Eseml:)i di metodi variazional

e ricerca di minimi liberi o minimi vincolats (ad oppor‘cune varietd)

del funzionale associato al Problema (Teorema di Weierstrass)

e ricerca di Punti

montano di Am

di sella del funzionale (Teorema del passo

brosetti-Rabinowitz, teoremi di linking. )
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Una recente aPPIicazione dei metodi variazional;
ai sistemi di EDP

Sistema accoppiato Schréclingep!\/laxwe” in R? . caso

elettrostatico

—Au + Au + gopu = |u\p_2uinl :
—A¢ = qu*in R’

conA>0,g>0e2<p<6.

| funzionale associato &

)
J () = lj (| Vu(x) \2 + Au?(x)) dx + EJ [ g V) dx dy — l[ | u(x) |¥ dx
R3 R3 JR3 3
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Una recente aPPIicazione dei metodi variazional;

ai sistemi di EDP

Sistema accoppiato Schréclingep!\/laxwe” in R? . caso

elettrostatico

—Au+ 1+ |x|Du+ qgpu = £ \u\p_zuinl .
— A = qu? in R?

cong>0a>0,e2<p.

| funzionale associato &

<|W<x>|2+<1+\x|“>u2<x>>dx+ﬁj [ log<|x—y\>u2<x>u2<y>dxdy¢i[ e
4 Jp2 g2 P Jr2




